Dzień dobry,
podaję tematy z matematyki zaplanowane na 13,14,15.11.2020r.

1. Obliczanie granic ciągów.

2. Szereg geometryczny.

3. Granica funkcji w punkcie.

4. Obliczanie granic.

5. Obliczanie granic – ciąg dalszy.

6. Granice jednostronne.

7. Granice niewłaściwe.

8. Ciągłość funkcji

9. Własności funkcji ciągłych.

Ad1. Jeżeli ciągi (an) i (bn) są zbieżne oraz lim an = a, lim bn = b, to:






               n→∞         n→∞

1. lim c*an=c*a      c należy do R
    n→∞

2. lim (an+ bn) = lim an+ lim bn=a+b

granica sumy ciągów

    n→∞
         n→∞    n→∞

3. lim (an- bn) = lim an- lim bn=a-b

granica różnicy ciągów

    n→∞
         n→∞   n→∞

4. lim (an* bn) = lim an* lim bn=a*b

granica iloczynu ciągów

    n→∞
         n→∞    n→∞

5. lim (an/bn) = a/b, gdy b≠0 i bn
≠0 dla n należącego do N+
granica ilorazu ciągów

    n→∞


Przykład:

     lim5n2+3n-1/n2= lim (5+3/n-1/n2)=5+ lim3/n-lim1/n2=5+0-0=5
    n→∞    

   n→∞

n→∞     n→∞

Proszę przeanalizować pozostałe przykłady ze str.241,242 i rozwiązać zadanie 1 str.242

Ad.2

Wyrażenie a1+a1q+a1q2+a1q3+… nazywamy szeregiem geometrycznym o wyrazach: a1, a1q, a1q2, a1q3,… i ilorazie q.

Szereg geometryczny o ilorazie q należącym do przedziału (-1;1) jest zbieżny. Jeżeli a1 jest pierwszym wyrazem szeregu, to suma szeregu wyraża się wzorem:

S= a1/1-q

Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a1≠0 i ilorazie q jest zbieżny, gdy /q/<1 i rozbieżny, gdy /q/>1.      /q/ – wartość bezwzględna q

Przykład:

Oblicz sumę szeregu geometrycznego 3+3/5+3/25+3/125+…

Mamy a1 = 3, q=1/5     q należy do przedziału (-1;1) zatem suma S= a1/1-q = 3/(1-1/5) = 15/4 = 3 i ¾
Ad. 3

Granica funkcji jest jednym z podstawowych pojęć matematyki. Przez stwierdzenie, że „liczba g jest granicą funkcji f w punkcie x0” rozumiemy, że wartość funkcji f „zbliża się” do g, gdy x „zbliża się” do x0. Piszemy wówczas:

 lim f(x) = g  lub f(x)→g przy x→x0
x→x0 

Liczba g jest granicą funkcji f w punkcie x0    lim f(x) = g  , jeśli dla każdego ciągu xn 







         x→x0 

zbieżnego do x0 o wyrazach należących do dziedziny funkcji f i różnych od x0, ciąg f(xn) jest zbieżny do g.
Przykład:

Dana jest funkcja f(x) = x2+5. Uzasadnij, że lim f(x) = 9

                                                                        x→2

  lim    xn =2

n→∞

lim    fxn = lim (x2n+5) = lim (xn*xn+5) = 2*2+5=9.

n→∞
n→∞

n→∞

Zatem zgodnie z definicją: lim f(x) = 9.





  x→2

Wykonaj ćwiczenie 1 str. 261

Granica sumy jest równa sumie granic.

Stałą można wyłączyć przed granicę.

Granica iloczynu jest równa iloczynowi granic.

Granica ilorazu jest równa ilorazowi granic.

Przykład:

lim (2x2+5) = lim 2x2 + lim 5 = 2*lim x2 +5 = 2* lim x * lim x +5 = 2*3*3+5=23.

x→3
     x→3        x→3        x→3                 x→3     x→3

Zauważ, że dla funkcji f(x) = 2x2 +5 mamy f(3) = 2*32+5 = 23, czyli lim (2x2+5) = f(3)

Jeżeli funkcja jest f jest wielomianem, to lim   f(x) = f(x0)







x→x0
Jeżeli f(x) = w(x)/v(x) jest funkcją wymierną, gdzie w, v są wielomianami, oraz v(x0) ≠0, to    lim    w(x)/v(x) = w(x0)/v(x0).
     x→x0
Granica z pierwiastka funkcji f  przy x→x0 równa się pierwiastkowi granicy funkcji przy x→x0
Drodzy Państwo, proszę przeanalizować powyższy temat, przykłady zawarte w podręczniku str. 260-266 oraz rozwiązać zadanie1,2,5 str. 266. (dla chętnych pozostałe zadania).

Ad. 6

Niech f będzie funkcją określoną w przedziale (x0;b). Liczba g jest granicą  prawostronną (do tej liczby z prawej strony zbliża się wartość funkcji gdy x zbliża się do x0; punkt x0 może, ale nie musi należeć do dziedziny funkcji) funkcji f w punkcie x0
  lim    f(x) =g jeśli dla każdego ciągu xn zbieżnego do x0 gdzie xn należy do przedziału 

x→x+0                   

       (x0:b), ciąg f(xn) jest zbieżny do g.
Definicja lewostronna jest analogiczna (wartość funkcji zbliża się do x0 z lewej strony x→x-0 )    

Granice prawostronna i lewostronna funkcji f nazywane są granicami jednostronnymi funkcji w punkcie x0.           

Przykład:

 lim   (√x  +1) = lim √x + lim 1 = 0+1=1

x→0+
        x→0+      x→0+
Granica   lim  f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją granice jednostronne  lim  f(x) 

        x→x0









x→x-0
i   lim   f(x) oraz zachodzi równość:
  x→x+0
 lim  f(x) = lim   f(x) 

x→x-0      x→x+0
Zatem 

 lim f(x) = a   przy x→x0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(x) = a  przy x→x-0  i lim f(x) = a przy x→x+0
Przeanalizuj temat oraz przykłady zawarte w podręczniku str. 267-268. 

Wykonaj zadanie 1 str. 268.
Ad. 7

Funkcja f ma w punkcie x0 granicę niewłaściwą ∞ (lim   f(x) = ∞), jeśli dla każdego ciągu xn 








x→x0
zbieżnego do x0, o wyrazach należących do dziedziny funkcji f i różnych od x0, ciąg f(xn) jest rozbieżny do ∞.

Przykład

Funkcja  f(x) =-1/(x-2)2  dla x należącego R\{2}, ma w punkcie x0=2 granicę niewłaściwą równą - ∞, co zapisujemy:
 lim -1/(x-2)2 = -∞

x→2

Dla funkcji f(x) = 1/x-1, x należy do R\{1} nie istnieje granica lim f(x).









      x→1

Istnieją natomiast granice niewłaściwe jednostronne w punkcie x0=1

 lim  1/x-1 = - ∞


 lim  1/x-1 = ∞

x→1-




x→1+
Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =0+ oraz granica g(x) =a>0 to granica ilorazu funkcji g(x) i f(x) = ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =0+ oraz granica g(x) =a<0 to granica ilorazu funkcji g(x) i f(x) = - ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =0- oraz granica g(x) =a>0 to granica ilorazu funkcji g(x) i f(x) = - ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =0- oraz granica g(x) =a<0 to granica ilorazu funkcji g(x) i f(x) = ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =∞ oraz granica g(x) =∞ to granica sumy funkcji g(x) i f(x) = ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =- ∞ oraz granica g(x) =- ∞ to granica sumy funkcji g(x) i f(x) = - ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =∞ oraz granica g(x) = a to granica sumy funkcji g(x) i f(x) = ∞.

Jeśli granica f(x) , gdy x dąży do x0 =- ∞ oraz granica g(x) = a to granica sumy funkcji g(x) i f(x) = - ∞.

Przeanalizuj temat i przykłady w podręczniku str.269-272 i wykonaj zadanie 1 str. 272

Ad. 8

Funkcja f: (a:b)→R jest ciągła w punkcie x0 należącego do przedziału (a;b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica  lim  f(x) oraz  lim f(x) = f(x0).




        x→x0
        x→x0
Przykład

Funkcja f(x) = 1/2x+1 jest ciągła w punkcie x0=4 gdyż lim (1/2x+1) =3 oraz f(4) =3.








    x→4

Przykład 

Dla jakiej wartości parametru a funkcja f jest ciągła w punkcie x0 = ½?

4x2-1/4x-2 dla x≠1/2

f(x) = 



a     dla x=1/2

Obliczamy granicę:

  lim f(x)  = lim  4x2-1/4x-2  =  lim  (2x-1)(2x+1)/2(2x-1)  = lim  2x+1/2 = 1

x→1/2
     x→1/2

x→1/2



x→1/2
Funkcja f jest ciągła w punkcie x0 = ½ wtedy i tylko wtedy, gdy f(1/2) =1, czyli dla a = 1.
Funkcję f: (a, b)→R nazywamy ciągłą, jeżeli jest ciągła w każdym punkcie przedziału (a; b).

Tw. Jeśli funkcje f i g są ciągłe w punkcie x0, to funkcja:

f+g jest ciągła w punkcie x0,

f-g jest ciągła w punkcie x0,

f*g jest ciągła w punkcie x0,

f/g jest ciągła w punkcie x0, pod warunkiem, że g(x0) ≠ 0.

Przeanalizuj temat i przykłady (podręcznik str. 278-280 i wykonaj zad 1 a,b str. 281

Ad.9

Twierdzenie o przyjmowaniu wartości pośrednich

Jeśli funkcja f: <a; b> → R (przedział domknięty) jest ciągła oraz f(a) ≠ f(b), to funkcja ta przyjmuje w przedziale (a; b) każdą wartość liczbową p znajdującą się między liczbami f(a) i f(b).
Wniosek: Jeśli funkcja f: <a; b> → R jest ciągła oraz: f(a) < 0 i f(b) >0 lub f(a) > 0 i f(b) < 0 to istnieje przynajmniej jeden argument c należący do przedziału (a, b) taki, że f(c) = 0.

Tw. Weierstrassa

Jeśli funkcja f: <a; b> → R jest ciągła, to w pewnym punkcie tego przedziału funkcja ta przyjmuje wartość największą oraz w pewnym punkcie tego przedziału przyjmuje wartość najmniejszą.

Proszę przeanalizować twierdzenia i wniosek oraz przykłady str. 283, 283 

i wykonać zad 1 str. 283

