Dzień dobry,

poniżej tematy z matematyki zaplanowane na 12,13,14.02.2021r.

1. Dzielenie wielomianów – ćwiczenia.

2. Równość wielomianów.

3. Twierdzenie Be’zouta

4. Pierwiastki całkowite wielomianu.

5. Pierwiastki wymierne wielomianu

6. Pierwiastki wielokrotne wielomianu.

7. Wykres wielomianu.

Ad.1

Podzielenie liczby a przez b polega na znalezieniu takiej liczby c. że a=c*b np. 72:9=8, ponieważ 8*9=72.

Wielomian w jest podzielny przez wielomian q≠0, jeśli istnieje wielomian p taki, że 

w = p*q

Dzielenie wielomianów wykonujemy podobnie jak dzielenie liczb naturalnych
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(3x2-  x  -4):(x+1) = 3x-4

dzielimy 3x2 przez pierwszy wyraz dzielnika

 3x2+3x



mnożymy 3x przez dzielnik x+1

       -4x -4



odejmujemy, dzielimy -4x przez pierwszy wyraz dzielnika

       -4x -4



mnożymy -4 przez dzielnik

               0



odejmujemy, otrzymaliśmy resztę równą 0

(5x2 + 13x + 11): (x+2) = 5x + 3

  5x2 + 10x
              3x+ 11
              3x +  6
5 otrzymaliśmy resztę równą 5

Tzn. że 5x2 + 13x + 11= (5x+3)(x+2)+5

Dla danych wielomianów w i q, gdzie q≠0, istnieją wielomiany p i r takie, że

w= p*q+r    oraz r =0 lub st(r)<st(q)

Przykład:

(2x3+8x-1):(x2+x+3)

(2x3+  0x2+8x-1):(x2+x+3)=2x-2

  2x3+2x2 +6x
        -2x2+2x -1
        -2x2 -2x -6
                4x+5
Otrzymaliśmy resztę r(x) = 4x+5 czyli zachodzi równość:

2x3+8x-1=(2x-2)(x2+x+3)+(4x+5)

Zauważ, że reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

Przeanalizuj powyższe przykłady oraz przykłady z podręcznika str. 30-33 i rozwiąż zadanie 1 a, b i 5 a, b. str. 32,33.

Ad. 2

Dwa wielomiany są równe, gdy są zerowe lub gdy mają ten sam stopień i mają równe współczynniki przy tych samych potęgach zmiennej.

Przykład:

Dla jakiej wartości parametru m prawdziwa jest poniższa równość?

(3x3  +8x2  -5x  -6):(x+m) = 3x2-x-2

Musi zachodzić równość wielomianów:

3x3  +8x2  -5x  -6 = (3x2-x-2)(x+m)

Wykonujemy mnożenie:

(3x2-x-2)(x+m)=3x3+3mx2-x2-mx-2x-2m=3x3+(3m-1)x2-(m+2)x-2m

Aby wielomiany 3x3  +8x2  -5x  -6 oraz 3x3+(3m-1)x2-(m+2)x-2m były równe, spełnione muszą być równości:

3m-1=8   
współczynniki przy x2 muszą być równe

-m-2=-5 
współczynniki przy x muszą być równe

-2m=-6     wyrazy wolne muszą być równe

Wszystkie trzy równości są jednocześnie prawdziwe dla m = 3.

Przeanalizujcie przykład 2 str. 34 oraz wykonajcie zad. 1 str. 35

Ad. 3

 Tw. o reszcie:

Jeśli r jest resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian x-a, to r = w(a).

Przykład:

Oblicz resztę z dzielenia wielomianu 2x3+3x2-x+5 przez dwumian x+2, nie wykonując dzielenia.

a=-2, bo jest x+2 (a dwumian z twierdzenia x-a) 

r = w(-2) = 2*(-2)3+3*(-2)2-(-2)+5=-16+12+2+5=3.

Tw. Be’zouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w jest podzielny przez dwumian x-a.

Przykład:

Który z wielomianów: w(x)= x3+2x2-3x-10 czy u(x) = x3-5x2+2x-6 jest podzielny przez dwumian x-2?

w(2) = 23+2*22-3*2-10 = 8+8-6-10=0  (jest podzielny przez dwumian x-2)

u(2) = 23-5*22+2*2-6=8-20+4-6=-14≠0 (nie jest podzielny przez dwumian x-2)

Ad.4

Tw. Jeżeli wielomian w(x) = anxn + a n-1 x n-1 +…+a1x+a0 (a0≠0) o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek całkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego a0.

Przykład:

Znajdź pierwiastki całkowite wielomianu w(x) = 2x3+3x2-8x+3

Zgodnie z twierdzeniem pierwiastków całkowitych szukamy wśród dzielników  wyrazu wolnego a0=3, czyli wśród liczb -1, 1, -3, 3.

w(-1) = -2+3+8+3≠0            -1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w

w(1) = 2+3-8+3=0                1 jest pierwiastkiem wielomianu w

w(-3) = -54+27+24+3=0     -3 jest pierwiastkiem wielomianu w

w(3) = 54+27-24+3≠0          3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w


Przykład:

Rozwiąż równanie:

5x3-8x2-5x+2=0

Dzielnikami wyrazu wolnego czyli liczby 2 są liczby: -1, 1, -2, 2.

Po wykonaniu działań jak wyżej okazuje się, że tylko liczba 2  jest pierwiastkiem całkowitym równania.

Wobec tego wykonujemy dzielenie:

(5x3-8x2-5x+2):(x-2)=5x2+2x-1

Następnie liczymy deltę i wyznaczamy  pierwiastki trójmianu kwadratowego 5x2+2x-1

x1=-1-√6/5      x2=-1+√6/5      

To są pozostałe, oprócz liczby 2, pierwiastki równania 5x3-8x2-5x+2=0

Przeanalizuj przykłady ze str. 40-42 oraz rozwiąż zadanie 1 i 2 str. 42

Pierwiastki wymierne wielomianu.

Jeżeli wielomian w(x) = anxn+a n-1x n-1+…+a1x+a0 (an≠0, a0≠0) o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek wymierny x = p/q i p,q są liczbami całkowitymi względnie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a0, a q jest dzielnikiem an.

Przykład 

w(x) = -4x6-5x5…..-1  (interesuje nas tylko an= -4 i wyraz wolny a0 = -1)

Pierwiastki wymierne p/q  ( p dzielniki liczby -1, q dzielniki liczby -4) to np.

-1/2, -1/4, ¼, ½, 1

Wykonaj ćwiczenie 4 b, c str. 42

Ad. 5

Jeżeli wielomian w(x) = anxn+a n-1x n-1+…+a1x+a0 (an≠0, a0≠0) o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek wymierny x = p/q i p,q są liczbami całkowitymi względnie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a0, a q jest dzielnikiem an.

Przykład 

w(x) = -4x6-5x5…..-1  (interesuje nas tylko an= -4 i wyraz wolny a0 = -1)

Pierwiastki wymierne p/q  ( p dzielniki liczby -1, q dzielniki liczby -4) to np.

-1/2, -1/4, ¼, ½, 1

Wykonaj ćwiczenie 4 b, c str. 42

Ad. 6

Przykład 

Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = x3-8x2+16x

w(x) = x(x2-8x+16)=x(x-4)2 =x(x-4)(x-4)

Pierwiastkami są liczby 0,4.

Liczba 4 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym tego wielomianu.

Def.

Jeżeli w rozkładzie wielomianu w na czynniki występuje czynnik (x-a)k i nie występuje czynnik (x-a)k+1, gdzie k należy do N+, to liczbę a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w.

Tw. Wielomian stopnia n ma co najwyżej n pierwiastków.

Przeanalizuj przykład 2 str. 45, przykład 3 str. 46 i rozwiąż zad. 1 str. 47

Ad. 7

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego, w(x)=ax+b, jest prosta, a wykresem wielomianu stopnia drugiego, w(x)= ax2 +bx+c, jest parabola.

Można narysować przybliżony kształt wykresu wielomianu wyższego stopnia bez korzystania z kalkulatora graficznego lub komputera, gdy znamy pierwiastki wielomianu.

Przeanalizujcie wykresy wielomianu trzeciego stopnia str. 48.

Zauważ, że wartość wielomianu w pierwiastkach jednokrotnych zmienia znak czyli zmienia się z dodatniej na ujemną i odwrotnie. W pierwiastkach dwukrotnych wielomian nie zmienia znaku.

Znak wielomianu w przedziale (a; ∞), gdzie a jest największym pierwiastkiem, jest taki sam jak znak współczynnika przy najwyższej potędze.

Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach krotności nieparzystej.

Naszkicuj wykresy wielomianów z przykładów 1 i 2 str. 49.

